Algebarska proširenja polja by Borovec, Elizabeta
SVEUCˇILISˇTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO–MATEMATICˇKI FAKULTET
MATEMATICˇKI ODSJEK
Elizabeta Borovec
ALGEBARSKA PROSˇIRENJA POLJA
Diplomski rad
Voditelj rada:
prof. dr. sc. Drazˇen Adamovic´
Zagreb, rujan, 2015.
Ovaj diplomski rad obranjen je dana pred ispitnim povjerenstvom
u sastavu:
1. , predsjednik
2. , cˇlan
3. , cˇlan
Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom .
Potpisi cˇlanova povjerenstva:
1.
2.
3.
Posvec´ujem majci i ocu koji su mi omoguc´ili studiranje, te im zahvaljujem na pruzˇenoj
potpori i strpljenju.
Posebna zahvala prof. dr. sc. Drazˇenu Adamovic´u na korisnim savjetima i pruzˇenoj
pomoc´i prilikom izrade diplomskog rada.
Sadrzˇaj
Sadrzˇaj iv
Uvod 3
1 Osnovno o poljima 4
1.1 Uvodne definicije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2 Prosˇirenja polja 10
2.1 Prosˇirenja polja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.2 Algebarska prosˇirenja polja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3 Algebarsko zatvorenje 23
3.1 Polje cijepanja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.2 Algebarsko zatvorenje . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
4 Konacˇna polja 37
4.1 Prosta potpolja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.2 Konacˇna polja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
Bibliografija 44
iv
Uvod
Algebra je jedna od osnovnih grana matematike koja se bavi proucˇavanjem algebarskih
struktura i operacija. Strukturu imaju skupovi na kojima je definirana barem jedna ope-
racija. Stoga je algebarska struktura skup na kojem je definirana barem jedna operacija.
Neke od osnovnih algebarskih strukutra su: grupe, prsteni, ideali, polja, matrice i algebre.
Na njima su definirane algebarske operacije, kao sˇto su naprimjer zbrajanje i mnozˇenje.
Cilj ovog diplomskog rada je upoznavanje algebarskih prosˇirenja polja i proucˇavanje njiho-
vih svojstava. Pokusˇat c´emo iznijeti osnovne rezultate o konacˇnim i algebarskim prosˇirenjima
polja te o algebarskim zatvorenjima i konacˇnim poljima.
U prvom poglavlju definiramo pojmove koji su nam potrebni za proucˇavanje algebarskih
prosˇirenja polja. Navodimo definicije prstena, ideala, integralne domene i polja te navo-
dimo nekoliko primjera prstena i polja. Definiramo pojam polinoma i stupnja polinoma te
definiramo pojam ireducibilnog polinoma. Na kraju ovog poglavlja definiramo homomor-
fizam prstena i navodimo jedan od fundamentalnih rezultata o homomorfizmima prstena.
Na pocˇetku drugog poglavlja definiramo prosˇirenje polja:
Definicija 2.1.1. Neka je K polje koje sadrzˇi potpolje k. Polje K tada zovemo prosˇirenje
polja k i oznacˇavamo sa K/k.
Navodimo nekoliko rezultata koji su nam potrebni za daljnje proucˇavanje algebarskih
prosˇirenja. Zatim definiramo kada je element prosˇirenja polja algebarski, a kada trans-
cendentan te kada je prosˇirenje polja algebarsko.
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Definicija 2.2.1 Neka je K/k prosˇirenje polja. Kazˇemo da je element α ∈ K algebarski
nad k ako postoji neki nenul polinom f (x) ∈ k[x] cˇiji je korijen α. Inacˇe, za α kazˇemo da
je transcendentan nad k. Za prosˇirenje K/k kazˇemo da je algebarsko ako je svaki α ∈ K
algebarski nad k.
U propoziciji 2.2.2. pokazujemo da ako je K/k konacˇno prosˇirenje polja, tada je ono i
algebarsko prosˇirenje polja. Definiramo minimalni polinom i pokazujemo da postoji je-
dinstveni ireducibilni normirani polinom u Q[x] cˇiji je korijen algebarski cijeli broj α.
Dokazujemo i sljedec´i teorem:
Teorem 2.2.4.
(i) Ako je K/k prosˇirenje polja i α ∈ K je algebarski nad k, tada postoji jedinstveni
ireducibilni normirani polinom p(x) ∈ k[x] cˇiji je korijen α. Osim toga, ako I =
(p(x)), tada k[x]/I  k(α). To znacˇi da postoji izomorfizam ϕ : k[x]/I → k(α)
definiran s ϕ(x + I) = α i ϕ(c + I) = c,∀c ∈ k.
(ii) Ako je a′ ∈ K drugi korijen od p(x), tada postoji izomorfizam θ : k(α) → k(α′)
definiran s θ(α) = α′ i θ(c) = c,∀c ∈ k.
Na kraju poglavlja dokazujemo teorem koji nam govori o stupnju konacˇnog prosˇirenja
polja K/k:
Teorem 2.2.8 Neka su k ⊆ E ⊆ K polja, pri cˇemu je E konacˇno prosˇirenje od k i K konacˇno
prosˇirenje od E. Tada je K konacˇno prosˇirenje od k i vrijedi:
[K : k] = [K : E][E : k].
Trec´e poglavlje je o algebarski zatvorenim poljima. Na pocˇetku poglavlja navodimo jedan
vazˇan teorem, Kroneckerov teorem:
Teorem 3.1.1. Neka je k polje i f (x) ∈ k[x]. Postoji polje K cˇije je potpolje k, a f (x) je
produkt linearnih polinoma u K[x].
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Uvodimo pojam polje cijepanja te navodimo primjere u kojima vidimo da polje cijepanja
nekog polinoma ovisi o odabranom polju, ali i o polinomu. Iskazujemo definiciju algebar-
ski zatvorenog polja i algebarskog zatvaracˇa polja:
Definicija 3.2.1. Polje K nazivamo algebarski zatvoreno ako svaki nekonstantni polinom
f (x) ∈ K[x] ima korijen u K. Algebarski zatvaracˇ polja k je algebarsko prosˇirenje k od k
koje je algebarski zatvoreno.
U teoremu 3.2.5 pokazujemo da algebarski zatvaracˇ k od k postoji i dokazujemo da ako je
k prebrojivo polje, onda je k prebrojiv. U ovom poglavlju definiramo i k−preslikavanja:
Definicija 3.2.7. Neka su F/k i K/k prosˇirenja polja. k−preslikavanje je homomorfizam
prstenova ϕ : F → K koji fiksira sve elemente od k.
Na kraju ovog poglavlja dokazujemo vazˇan rezultat o izomorfizmu izmedu dva algebarska
zatvaracˇa:
Teorem 3.2.13. Bilo koja dva algebarska zatvaracˇa polja k su izomorfna s obzirom na
k−preslikavanje.
U posljednjem, cˇetvrtom poglavlju, proucˇavamo konacˇna polja. Na pocˇetku definiramo
prosto potpolje:
Defincija 4.1.1. Ako je k polje, tada je presjek svih potpolja od k prosto potpolje polja k.
Dokazujemo da je prosto potpolje polja k izomorfno s Q ili Fp. Nakon toga definiramo
konacˇno polje i definiramo karakteristiku polja u ovisnosti o njegovom prostom potpolju.
Dokazujemo sljedec´u propoziciju:
Propozicija 4.2.4 Ako je k konacˇno polje, tada je |k| = pn za neki prosti broj p i neki n > 1.
Kao vazˇan teorem za konacˇna polja, pojavljuje se Galoisov teorem:
Teorem 4.2.5 Ako je p prost i n pozitivan cijeli broj, tada postoji polje koje sadrzˇi tocˇno
pn elemenata.
Na samom kraju ovog poglavlja dokazujemo Mooreov korolar:
Korolar 4.2.10 Bilo koja dva konacˇna polja s pn elementa su izomorfna.
Poglavlje 1
Osnovno o poljima
U ovom poglavlju definiramo pojmove koji su nam vazˇni za kasnije proucˇavanje prosˇirenja
polja. Navodimo definicije osnovnih algebarskih struktura: prstena, ideala, integralne do-
mene i polja. Osim toga, definiramo polinome pomoc´u nizova te definiramo ireducibilni
polinom. Na kraju poglavlja iskazujemo dva vazˇna teorema, Teorem o dijeljenju s ostat-
kom i Prvi teorem o izomorfizmu.
1.1 Uvodne definicije
U ovom poglavlju koristimo oznake R za prsten (R,+, ·) te K, k, F i E za polja.
Definicija 1.1.1. Prsten R je skup na kojem su definirane operacije zbrajanja i mnozˇenja
tako da vrijedi:
(i) R je komutativna grupa s obzirom na zbrajanje;
(ii) mnozˇenje je asocijativno, tj. a(bc) = (ab)c, ∀a, b, c ∈ R;
(iii) vrijedi distributivnost mnozˇenja prema zbrajanju, tj.
a(b + c) = ab + ac, ∀a, b, c ∈ R;
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(b + c)a = ba + ca, ∀a, b, c ∈ R.
Kazˇemo da je R prsten s jedinicom ako postoji jedinicˇni element (krac´e: jedinica) 1 ∈ R
takav da vrijedi:
1 · x = x · 1 = x, ∀x ∈ R.
Prsten R je komutativan ako vrijedi ab = ba, za sve a, b ∈ R.
U ovom diplomskom radu c´emo uvijek pretpostavljati da svi prstenovi imaju jedinicu.
Definicija 1.1.2. Podskup I ⊆ R se naziva ideal u R ako vrijede sljedec´i uvjeti:
(i) 0 ∈ I;
(ii) a, b ∈ I ⇒ a + b ∈ I;
(iii) a ∈ I, r ∈ R⇒ ra ∈ I.
Za ideal koristimo oznaku:
I E R.
Prsten R i skup {0} su uvijek ideali u komutativnom prstenu R. Ako je I , R kazˇemo da je
I pravi ideal.
Definicija 1.1.3. Neka su b1, b2, ..., bn ∈ R. Skup svih linearnih kombinacija
I = {r1b1 + r2b2 + · · · + rnbn : ri ∈ R za sve i}
se naziva ideal u R.
Koristimo oznaku I = (b1, b2, ..., bn) i kazˇemo da je I ideal generiran s b1, b2, ..., bn.
Posebno, ako je n = 1, tada je:
I = (b) = {rb : r ∈ R}
takoder ideal u R. Ideal I = (b), generiran samo jednim elementom naziva se glavni ideal.
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Definicija 1.1.4. Komutativan prsten R koji zadovoljava sljedec´e:
(i) 1 , 0;
(ii) ∀a, b, c ∈ R, ako je ca = cb i c , 0 onda je a = b.
se naziva integralna domena (krac´e: domena).
Definicija 1.1.5. Komutativan prsten F u kojem je 1 , 0 i svaki nenul element je invertibi-
lan, tj. ∃ a−1 takav da je a · a−1 = a−1 · a = 1 naziva se polje.
Primjer 1.1.6. Neki od primjera polja su: Q, R, C i Z/pZ, za p ∈ N prost broj.
Polje Z/pZ je prsten ostataka modulo p i to je jedan primjer konacˇnog polja, o cˇemu
c´e biti rijecˇi kasnije.
Definicija 1.1.7. Neka je S potprsten polja K. Ako je S polje, tada kazˇemo da je S potpolje
polja K.
Vrijedi napomenuti da su sva polja prsteni, ali nisu svi prsteni polja.
U sljedec´oj definiciji, iz [2], koristimo oznaku A za komutativan prsten s jedinicom 1.
Definicija 1.1.8. Neka je A komutativan prsten s jedinicom, neka je A[x] skup svih nizova
f = (a0, a1, ..., an) iz A takvih da je ai = 0 za sve osim za konacˇno mnogo i. To jest:
f = (a0, a1, ..., an, 0, 0...)
Niz f = (a0, a1, ..., an, 0, 0...) nazivamo polinom nad A.
Neka su f = (a0, a1, ..., an) i g = (b0, b1, ..., bn). Definiramo operaciju zbrajanja na
sljedec´i nacˇin:
f + g = (a0, a1, ...) + (b0, b1, ...) = (a0 + b0, a1 + b1, ..., an + bn, ...);
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te operaciju mnozˇenja:
f g = (a0, a1, ...)(b0, b1, ...) = (c0, c1, ..., cn, ...),
pri cˇemu je neki ci jednak:
ci =
n∑
i=0
an−ibi = anb0 + an−1b1 + ... + a1bn−1 + a0bn.
(A[x],+, ·) nazivamo prsten polinoma u varijabli x s koeficijentima iz A.
Nul-polinom definiramo kao:
f = (0, 0, 0, ...).
U nekom nenul polinomu f = (a0, a1, ..., an, 0, ...) ∈ A[x], element an , 0 nazivamo vodec´i
koeficijent. Broj n ∈ N nazivamo stupanj polinoma i koristimo oznaku:
st( f ) := n.
Ako je vodec´i koeficijent an = 1 kazˇemo da je polinom f ∈ A[x] normiran.
Jedinica 1 ∈ A[x] je niz:
1 = (1, 0, 0, ...).
Varijabla x ∈ A[x] je niz:
x = (0, 1, 0, 0, ...),
a njene potencije zapisujemo kao nizove:
x2 = (0, 0, 1, 0, ...),
x3 = (0, 0, 0, 1, 0, ...),
...
xn = (0, 0, ..., 1, 0, ...).
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Sada polinom f ∈ A[x] mozˇemo zapisati na uobicˇajeni nacˇin:
f = (a0, a1, a2, ..., an, 0, ...)
= (a0, 0, ...) + (0, a1, 0, ...) + · · · + (0, 0, ..., an, 0, ...)
= a0(1, 0, ...) + a1(0, 1, 0, ...) + · · · + an(0, 0, ..., 1, 0, ...)
= a0 + a1x + a2x2 + · · · + anxn.
To jest, f (x) = a0 + a1x + · · · + anxn ∈ A[x].
Definicija 1.1.9. Polinom f naziva se ireducibilan ako se ne mozˇe prikazati kao produkt
f1 f2 dvaju polinoma f1 i f2 koji su svaki stupnja barem 1.
Ireducibilnost polinoma ovisi o polju kojem pripadaju koeficijenti polinoma. Npr. polinom
x2−3 je ireducibilan ako su koeficijenti iz polja Z, no mozˇe se faktorizirati na (x− √3)(x +
√
3) ako su koeficijenti iz polja R.
Teorem 1.1.10 (Teorem o dijeljenju s ostatkom). Neka je k polje i f (x), g(x) ∈ k[x] poli-
nomi pri cˇemu je f (x) , 0. Postoje jedinstveni polinomi q(x), r(x) ∈ k[x] takvi da vrijedi
g(x) = q(x) f (x) + r(x),
pri cˇemu je ili r(x) = 0 ili st(r) < st( f ).
Dokaz se nalazi u [1] na stranici 102.
Definicija 1.1.11. Neka su R i S dva prstena (ne nuzˇno komutativna). Preslikavanje f :
R→ S naziva se homomorfizam prstena ako vrijedi:
f (x + y) = f (x) + f (y),∀x, y ∈ R;
f (xy) = f (x) f (y),∀x, y ∈ R;
f (1) = 1.
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Homomorfizam f koji je josˇ i injekcija naziva se monomorfizam, f koji je i surjekcija
zovemo epimorfizam, a homomorfizam koji je bijektivan zovemo izomorfizam.
Za dva prstena R i S kazˇemo da su izomorfni ako postoji izomorfizam f : R → S . Koris-
timo oznaku R  S .
Kazˇemo da je f : K → L homomorfizam polja, ako je to homomorfizam prstena.
Definicija 1.1.12. Neka je R prsten i pretpostavimo da postoji m ∈ N takav da je:
mx = 0, ∀x ∈ R.
Definiramo karakteristiku prstena R sa:
char R := minimalan takav m.
Ako m ne postoji, kazˇemo da je R karakteristike nula i pisˇemo
char R = 0.
Na kraju ovog poglavlja, navest c´emo jedan od osnovnih rezultata o homomorfizmima
prstena, a cˇije tvrdnje c´emo koristiti u nekim dokazima:
Teorem 1.1.13. (Prvi teorem o izomorfizmu)
Neka je preslikavanje f : R → S proizvoljan homomorfizam prstena. Tada je Ker f E R
ideal, Im f 6 S potprsten i vrijedi:
R/Ker f  Im f .
Dokaz se nalazi u [1] na stranici 157.
Poglavlje 2
Prosˇirenja polja
U ovom poglavlju detaljnije proucˇavamo temu diplomskog rada. Definiramo sˇto je to
prosˇirenje polja, a zatim sˇto je to algebarsko prosˇirenje polja i kakvo josˇ prosˇirenje postoji.
Nakon toga navodimo rezultate vezane uz algebarska prosˇirenja polja i ireducibilne poli-
nome. Definiramo i minimalni polinom te stupanj prosˇirenja konacˇnog polja, a na kraju
poglavlja navodimo teorem koji pokazuje zasˇto je stupanj prosˇirenja konacˇnog polja dobro
definiran.
2.1 Prosˇirenja polja
Na pocˇetku ovog poglavlja navodimo definiciju prosˇirenja polja i nekoliko propozicija koje
su vazˇne u kasnijem dijelu rada.
Definicija 2.1.1. Neka je K polje koje sadrzˇi potpolje k. Polje K tada zovemo prosˇirenje
polja k i oznacˇavamo sa K/k.
Uocˇimo da je tada K vektorski prostor nad k. Ako je K konacˇno-dimenzionalni vek-
torski prostor nad k, tada je prosˇirenje polja K/k konacˇno prosˇirenje. Dimenziju od K
oznacˇavamo s [K : k] i zovemo stupanj od K/k.
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Kasnije c´emo u propoziciji 2.1.4 (v) navesti vazˇan argument za ovakvu definiciju.
Navedimo propoziciju koja nam govori o vezi izmedu ireducibilnog polinoma i kvocijent-
nih prstenova.
Propozicija 2.1.2. Neka je k polje i neka je I = ( f (x)), pri cˇemu je f (x) nenul polinom iz
k[x]. Sljedec´e tvrdnje su ekvivalentne:
(i) f (x) je ireducibilan polinom;
(ii) k[x]/I je polje;
(iii) k[x]/I je domena.
Dokaz. Prvo pokazˇimo da (i) ⇒ (ii). Pretpostavimo da je f (x) ireducibilan. Buduc´i da je
I = ( f (x)) pravi ideal, 1 + I ∈ k[x]/I je razlicˇito od nule. Ako i za neki proizvoljan g(x)
vrijedi da g(x) + I ∈ k[x]/I razlicˇito od nule, tada g(x) < I, to jest f - g. Zakljucˇujemo da
su f i g relativno prosti pa postoje polinomi s, t ∈ k[x] takvi da vrijedi sg + t f = 1. Iz toga
slijedi sg − 1 ∈ I te je 1 + I = sg + I = (s + I)(g + I). Vidimo da svaki nenul element iz
k[x]/I ima inverz pa je k[x]/I polje.
Buduc´i da je svako polje integralna domena, to (ii)⇒ (iii).
Pokazˇimo sada (iii) ⇒ (i). Pretpostavimo da je k[x]/I integralna domena. Ako f (x)
nije ireducibilan, znacˇi da ga mozˇemo zapisati kao umnozˇak linearnih faktora: f (x) =
g(x)h(x) ∈ k[x], pri cˇemu vrijedi st(g) < st( f ) i st(h) < st( f ). Znamo da je nula u k[x]/I
oblika 0 + I = I. Iz toga slijedi, ako je g + I = I, tada je g ∈ I = ( f ) i f | g, tj. polinom
f dijeli g. Dosˇli smo do kontradikcije jer je st(g) < st( f ). Dakle, g + I , I. Analognim
postupkom dobijemo h + I , I. Medutim, umnozˇak (g + I)(h + I) = f + I = I je nula
u kvocijentnom prstenu, sˇto je u kontradikciji s tvrdnjom da je kvocijentni prsten k[x]/I
integralna domena. Pretpostavka nije tocˇna, tj. f (x) je ireducibilan polinom. 
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Lema 2.1.3. Neka je k polje, R nenul prsten, a f : k → R homomorfizam prstena. Tada je
preslikavanje f injekcija.
Dokaz. Buduc´i da je f (1) = 1, to je f netrivijalan. Pogledajmo Ker f . Ker f je ideal u
polju k pa je zato Ker f = (0). Tvrdnja slijedi. 
Propozicija 2.1.4. Neka je k polje, neka je p(x) ireducibilan polinom u k[x] stupnja d,
K = k[x]/I pri cˇemu je I=(p(x)) te neka je β = x + I ∈ K.
(i) K je polje i k′ = {a + I : a ∈ K} je potpolje od K izomorfno s k. Dakle, ako k′
identificiramo s k, tada je k potpolje od K.
(ii) β je korijen od p(x) u K;
(iii) Ako je g(x) ∈ k[x] i β je korijen od g(x), tada p(x)|g(x) u k[x].
(iv) p(x) je jedinstveni ireducibilni normirani polinom u k[x] cˇiji je korijen β;
(v) Skup {1, β, β2, ..., βd−1} je baza od K kao vektorskog prostora nad k te je dimk(K) = d.
Dokaz. Pokazˇimo (i). Buduc´i da je p(x) ireducibilan, prema propoziciji 2.1.2 slijedi da je
kvocijentni prsten K = k[x]/I polje, a prema lemi 2.1.3 slijedi da je a 7→ a + I izomorfizam
k → k′.
Pokazˇimo sada (ii). Uzmimo proizvoljan polinom p(x) ∈ k[x]. Neka je
p(x) = a0 + a1x + · · · + ad−1xd−1 + xd,
ai ∈ k za sve i. U K = k[x]/I vrijedi:
POGLAVLJE 2. PROSˇIRENJA POLJA 13
p(β) = (a0 + I) + (a1 + I)β + · · · + (1 + I)βd
= (a0 + I) + (a1 + I)(x + I) + · · · + (1 + I)(x + I)d
= (a0 + I) + (a1x + I) + · · · + (1xd + I)
= a0 + a1x + · · · + xd + I
= p(x) + I
= I,
jer je I = (p(x)). S druge strane, I mozˇemo zapisati kao I = 0 + I te je on nul-element od
K = k[x]/I. Slijedi da je β korijen od p(x).
Pokazˇimo tvrdnju (iii). Buduc´i da je p(x) ireducibilan, ako p(x) - g(x) u k[x] slijedi da je
njihov najvec´i zajednicˇki djelitelj 1. Stoga, postoje s(x), t(x) ∈ k[x] takvi da vrijedi 1 =
sp + tg. Znamo da je k[x] ⊆ K[x], pa ovo mozˇemo smatrati relacijom u K[x]. Evaluacijom
polinoma u β, dolazimo do jednakosti 1 = 0, a to ne vrijedi.
Dokazˇimo (iv). Uzmimo proizvoljan h(x) ∈ k[x] ireducibilan normirani polinom cˇiji je
korijen β. Tvrdnja (iii) nam govori da p(x) | h(x). Buduc´i da je h(x) takoder ireducibilan,
vrijedi h(x) = cp(x) za neku konstantu c. No poznato nam je da su h(x) i p(x) oba polinoma
normirani pa slijedi da je c = 1, tj. h(x) = p(x).
Pokazˇimo da vrijedi tvrdnja (v). Svaki element iz K je oblika f (x) + I, gdje je f (x) ∈ k(x).
Prema Teoremu o dijeljenju s ostatkom (teorem 1.1.10), postoje polinomi q(x), r(x) ∈ k[x]
takvi da je f = qp + r te vrijedi r(x) = 0 ili st(r) < d = st(p). Buduc´i da je f − r = qp ∈ I,
slijedi da f (x) + I = r(x) + I. Neka je r(x) = b0 + b1x + · · · + bd−1xd−1, bi ∈ k ∀i, tada
analogno dokazu u (ii) slijedi da je
r(x) + I = b0 + b1β + · · · + bd−1βd−1.
Iz toga slijedi da {1, β, β2, ..., βd−1} razapinje K.
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Sada josˇ treba pokazati jedinstvenost. Pretpostavimo da
b0 + b1β + · · · + bd−1βd−1 = c0 + c1β + · · · + cd−1βd−1.
Definiramo g(x) ∈ k[x] kao g(x) = ∑d−1i=0 (bi − ci)xi. Ako je g(x) = 0, tvrdnja vrijedi i gotovi
smo. Ako g(x) , 0, tada mozˇemo definirati st(g) i vrijedi st(g) < d = st(p). S druge strane,
β je korijen od g(x) pa iz (iii) slijedi p(x) | g(x). Dakle, vrijedilo bi st(p) 6 st(g), no to
je kontradikcija. Zakljucˇujemo da je {1, β, β2, ..., βd−1} baza od K kao vektorskog polja nad
poljem k i iz toga slijedi dimk(K) = d. 
Primjer 2.1.5. Polinom x2 + 1 ∈ R[x] je ireducibilan. Definiramo kvocijentni skup K =
R[x]/(x2 + 1). Tada je K/R prosˇirenje polja stupnja 2. Neka je β korijen polinoma x2 + 1.
Slijedi da je β2 = −1. Takoder vrijedi da svaki element iz K mozˇemo prikazati na jedins-
tveni nacˇin kao a+bβ, pri cˇemu su a, b ∈ R. Primjetimo da smo ovako zapravo konstruirali
skup C.
Definirajmo sada izomorfizam iz K u C. Razmotrimo preslikavanje ϕ : R[x] → C defini-
rano s ϕ : f (x) 7→ f (i). Preslikavanje je surjektivno jer a + ib = ϕ(a + xb) ∈ Imϕ.
Nadalje, jezgra preslikavanja ϕ je skup svih polinoma iz R[x] cˇiji je korijen i, tj: Kerϕ =
{ f (x) ∈ R[x] : f (i) = 0}. Polinom x2 + 1 ∈ Kerϕ pa vrijedi da je (x2 + 1) ⊆ Kerϕ. S druge
strane, ako je polinom g(x) ∈ Kerϕ, tada je i njegov korijen.
Slijedi da je Kerϕ = (x2 + 1) pa po Prvom teoremu o izomorfizmu (teorem 1.1.13) vrijedi:
R[x]/(x2 + 1)  C.
Buduc´i da smo definirali skup C kao kvocijentni skup, mozˇemo definirati mnozˇenje na
sljedec´i nacˇin:
(a + ib)(c + id) = ac + (ad + bc)i + bdi2
= ac − bd + (ad + bc)i,
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ako i promatramo kao varijablu te nakon sredivanja iskoristimo uvjet i2 = 1.
Opc´enito, ako je β korijen polinoma p(x) ∈ k[x], tada u kvocijentnom prstenu k[x]/(p(x))
izraz:
(b0 + b1x + · · · + bn−1xn−1)(c0 + c1 + · · · + cn−1xn−1),
mnozˇimo tako da faktore izmnozˇimo kao polinome u varijabli β te iskoristimo uvjet p(β) =
0.
2.2 Algebarska prosˇirenja
Definicija 2.2.1. Neka je K/k prosˇirenje polja. Kazˇemo da je element α ∈ K algebarski
nad k ako postoji neki nenul polinom f (x) ∈ k[x] cˇiji je korijen α. Inacˇe, za α kazˇemo da
je transcendentan nad k. Za prosˇirenje K/k kazˇemo da je algebarsko ako je svaki α ∈ K
algebarski nad k.
Kada za neki realan broj kazˇemo da je transcendentan, podrazumijevamo da je trans-
cendentan nad Q. Npr. e i pi su transcendentni brojevi.
Propozicija 2.2.2. Ako je K/k konacˇno prosˇirenje polja, tada je K/k algebarsko prosˇirenje.
Dokaz. Po definiciji konacˇnog prosˇirenja, slijedi da je [K : k] = n < ∞. Niz od n + 1
vektora: 1, α, α2, ..., αn je zavisan ako postoje koeficijenti c0, c1, ..., ck ∈ k, od kojih je bar
jedan razlicˇit od 0, takvi da vrijedi: ∑
ciai = 0.
Iz toga slijedi da je polinom f (x) =
∑
ciai razlicˇit od nulpolinoma te da je α njegov korijen.
Dakle, α je algebarski element nad k. 
Definicija 2.2.3. Ako je K/k prosˇirenje i α ∈ K, tada definiramo k(α) kao presjek svih pot-
polja od K koja sadrzˇe k i α. Skup k(α) nazivamo potpolje od K dobiveno pridruzˇivanjem
α s k.
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Opc´enito, ako je A podskup od K, definiramo k(A) kao presjek svih potpolja od K
koja sadrzˇe k ∪ A; pri cˇemu k(A) nazivamo podskup od K dobiven pridruzˇivanjem A s k.
Posebno, ako je A = {z1, ..., zn} konacˇan podskup, tada mozˇemo pisati k(A) kao k(z1, ..., zn).
Najmanje potpolje od K koje sadrzˇi k i A je upravo k(A). Ako je B bilo koje potpolje od K
koje sadrzˇi k i A, tada k(A) ⊆ B.
Teorem 2.2.4.
(i) Ako je K/k prosˇirenje polja i α ∈ K je algebarski nad k, tada postoji jedinstveni
ireducibilni normirani polinom p(x) ∈ k[x] cˇiji je korijen α. Osim toga, ako I =
(p(x)), tada k[x]/I  k(α). To znacˇi da postoji izomorfizam ϕ : k[x]/I → k(α)
definiran s ϕ(x + I) = α i ϕ(c + I) = c,∀c ∈ k.
(ii) Ako je a′ ∈ K drugi korijen od p(x), tada postoji izomorfizam θ : k(α) → k(α′)
definiran s θ(α) = α′ i θ(c) = c,∀c ∈ k.
Dokaz. Dokazˇimo tvrdnju (i). Pogledajmo preslikavanje ϕ : k[x] → K definirano sa
ϕ : f (x) → f (α). Kod takvog preslikavanja, slika Imϕ je potprsten od K koji sadrzˇi sve
elemente oblika f (α) pri cˇemu je f (x) ∈ k[x]. Takoder slijedi da je jezgra Kerϕ ideal u
k[x] koji sadrzˇi sve f (x) ∈ k[x] cˇiji je korijen α. Buduc´i da je svaki ideal u k[x] glavni
ideal, za neki normirani polinom p(x) ∈ k[x] vrijedi da Kerϕ = (p(x)) . No takoder znamo
da je k[x]/(p(x))  Imϕ, sˇto je integralna domena te po propoziciji 2.1.2 slijedi da je p(x)
ireducibilan.
Ta ista propozicija (2.1.2) kazˇe da je k[x]/(p(x)) polje, a prema teoremu 1.1.13 slijedi
k[x]/(p(x))  Imϕ, sˇto znacˇi da je Imϕ potpolje od K koje sadrzˇi k i α. Buduc´i da svako
potpolje od K koje sadrzˇi k i α mora sadrzˇavati i Imϕ, imamo Imϕ = k(α). Jedinstvenost
polinoma p(x) slijedi iz propozicije 2.1.4 (iv).
Dokazˇimo sada (ii). Koristec´i slicˇne argumente kao u prvom dijelu dokaza, postoje izo-
morfizmi ϕ : k[x]/I → k(α) i ψ : k[x]/I → k(α′) definirani s ϕ(c + I) = c i ψ(c) = c + I za
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sve c ∈ k. Sˇtovisˇe, vrijedi ϕ : x + I → α i ψ : x + I → α′. Njihova kompozicija θ = ψ · ϕ−1
je trazˇeni izomorfizam. 
Definicija 2.2.5. Neka je K/k prosˇirenje polja i α ∈ K algebarski nad k. Minimalni
polinom od α nad k je jedinstveni ireducibilni normirani polinom p(x) ∈ k[x] cˇiji je korijen
α. Koristimo oznaku:
irr(α, k) = p(x).
Minimalni polinom ovisi o polju k, tj. nije isti minimalni polinom nad poljem R i nad
poljem C. Npr. irr(i,R) = x2 + 1, dok je irr(i,C) = x − i.
Pretpostavimo da postoji normirani polinom f (x) ∈ Z[x] cˇiji je korijen α algebarski
cijeli broj. Buduc´i da je Z[x] ⊆ Q[x], svaki α ima jedinstven minimalni polinom m(x) =
irr(α,Q) ∈ Q[x] te je m(x) ireducibilan u Q[x].
U nastavku navodimo Gaussovu Lemu iz [1] koja govori o faktorizaciji polinoma iz Q[x]
s koeficijentima iz Z[x].
Lema 2.2.6. Neka je polinom f (x) ∈ Z[x]. Ako postoji faktorizacija f (x) = G(x)H(x) ∈
Q[x], pri cˇemu su st(G), st(H) < st( f ), tada postoji faktorizacija f (x) = g(x)h(x) ∈ Z[x] i
vrijedi st(g) = st(G), st(h) = st(H).
Dokaz. Neka su n′, n′′ pozitivni cijeli brojevi takvi da je g(x) = n′G(x) i h(x) = n′′H(x).
Oznacˇimo s n njihov umnozˇak, tj. n = n′n′′. Tada imamo:
n f (x) = n′G(x)n′′H(x) = g(x)h(x) ∈ Z[x].
Neka je p prosti djelitelj od n. Promotrimo preslikavanje Z[x] → Fp[x] koje svakom
koeficijentu polinoma iz Z[x] pridruzˇuje ostatak pri dijeljenju s p. Sada imamo:
0 = g(x)h(x).
Buduc´i da je skup Fp polje, slijedi da je Fp[x] integralna domena. Prema tome, jedan od
faktora jednak je 0. Pretpostavimo da je g(x) = 0. Buduc´i da smo djelovali s mod p, to
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znacˇi da su svi koeficijenti od g(x) visˇekratnici od p. Za polinom g(x) vrijedi g(x) = pg′(x),
pri cˇemu su svi koeficijenti od g′(x) iz Z.
Ako je n visˇekratnik od p, pisˇemo n = pm i vrijedi
pm f (x) = pg′(x)h(x) ∈ Z[x].
Skratimo jednakost s p te nastavimo kratiti s prostim brojevima dok ne dodemo do fakto-
rizacije f (x) = g∗(x)h∗(x) ∈ Z[x]. Primjetimo da je st(g∗) = st(g) i st(h∗) = st(h). 
U dokazu sljedec´eg korolara koristimo Gaussovu lemu (lema 2.2.6):
Korolar 2.2.7. Ako je α algebarski cijeli broj, tada irr(α,Q) ∈ Z[x].
Dokaz. Neka je polinom p(x) ∈ Z[x] monom najmanjeg stupnja cˇiji je korijen α. Ako p(x)
mozˇemo faktorizirati u Q[x], tada je p(x) = G(x) ·H[x], pri cˇemu je st(G) < st(p) i st(H) <
st(p). Tada je α korijen od G(x) ili H(x). Prema Gaussovoj lemi, postoji faktorizacija
p(x) = g(x) ·h(x) u Z[x] u kojoj je st(g) = st(G) i st(h) = st(H). Zapravo, postoje racionalni
brojevi c i d takvi da g(x) = c ·G(x) i h(x) = d · H(x). Ako je a vodec´i koeficijent od g(x)
i b vodec´i koeficijent od h(x), tada mora vrijediti a · b = 1 jer je p(x) normirani polinom.
Dakle, imamo dva slucˇaja za a i b: ili je a = 1 = b ili je a = −1 = b, za a, b ∈ Z. U
oba slucˇaja dolazimo do zakljucˇka kako su oba polinoma, g(x) i h(x), normirani. Buduc´i
da je α korijen od g(x) ili h(x), dolazimo do kontradikcije s tvrdnjom da je p(x) normirani
polinom u Z[x] najmanjeg stupnja cˇiji je korijen α. Slijedi da je p(x) = irr(α,Q) jer je to
jedinstveni ireducubilni normirani polinom u Q[x] cˇiji je korijen α. 
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Teorem 2.2.8. Neka su k ⊆ E ⊆ K polja, pri cˇemu je E konacˇno prosˇirenje od k i K
konacˇno prosˇirenje od E. Tada je K konacˇno prosˇirenje od k i vrijedi:
[K : k] = [K : E][E : k].
Dokaz. Uzmimo da je A = {a1, ..., an} baza od E nad k i B = {b1, ..., bm} baza od K nad E.
Dovoljno je pokazati da je X = {aib j | i = 1, ..., n, j = 1, ...,m} baza od K nad k.
Kako bi vidjeli da li X razapinje K, uzmimo u ∈ K. Buduc´i da je B baza od K nad E,
postoje skalari λ j ∈ E takvi da je
u =
∑
j
λ jb j.
Buduc´i da je A baza od E nad k, postoje skalari µ ji ∈ k takvi da
λ j =
∑
i, j
µ jiai.
Znacˇi,
u =
∑
i, j
µ jiaib j,
tj. X razapinje K nad k.
Sada josˇ zˇelimo pokazati da je X linearno nezavisan nad k. Pretpostavimo da postoje skalari
µ ji ∈ k takvi da ∑
i, j
µ jiaib j = 0.
Definirajmo
λ j =
∑
i
µ jiai.
Slijedi da je λ j ∈ E i vrijedi ∑
j
λ jb j = 0.
Buduc´i da je B linearno nezavisan nad E, slijedi da
0 = λ j =
∑
i
µ jiai,∀ j.
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Buduc´i da je i A linearno nezavisan nad k, slijedi da je
µ ji = 0,∀i, j;
sˇto znacˇi da je X linearno nezavisan skup nad k. 
Prije jednog primjera, navedimo teorem koji nam pomazˇe u trazˇenju racionalnih kori-
jena polinoma:
Teorem 2.2.9. Ako je f (x) = a0 + a1x + · · · + anxn ∈ Z[x] ⊆ Q[x], tada je svaki racionalni
korijen od f (x) oblika bc , pri cˇemu b|a0 i c|an.
Posebno, ako je f (x) ∈ Z[x] normiran, tada je svaki racionalni korijen od f (x) cijeli broj.
Dokaz ovog teorema nalazi se u [1] na stranici 115.
Primjer 2.2.10. Neka je f (x) = x4−10x2 + 1 ∈ Q[x]. Ako je β korijen polinoma f (x), tada
pomoc´u formule za opc´enito rjesˇenje kvadratne jednadzˇbe:
x1,2 =
−b ± √b2 − 4ac
2a
mozˇemo izracˇunati β2:
β2 = 5 ± 2√6.
Sada iz jednakosti:
a + 2
√
ab + b = (
√
a +
√
b)2,
slijedi da je:
β = ±(√2 + √3).
Analogno, iz a − 2√ab + b = (√a − √b)2 slijedi da je β:
β = ±(√2 − √3).
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Korijeni polinoma f (x) su:
√
2 +
√
3, −√2 − √3, √2 − √3, −√2 + √3.
Buduc´i da su ±1 jedini moguc´i racionalni korijeni polinoma f (x), prema teoremu 2.2.9,
zapravo smo pokazali da su ova cˇetiri korijena polinoma iracionalni brojevi.
Zˇelimo pokazati da je f (x) ireducibilan u Q[x]. Ako je g(x) kvadratni faktor od f (x) u
Q[x], tada je
g(x) = (x − a√2 − b√3)(x − c√2 − d√3),
pri cˇemu su a, b, c, d ∈ {1,−1}. Iz gornjeg izraza slijedi:
g(x) = x2 −
(
(a + c)
√
2 + (b + d)
√
3
)
x + 2ac + 3bd + (ad + bc)
√
6.
Broj (a + c)
√
2 + (b + d)
√
3 je racionalan ako i samo ako je a + c = 0 = b + d; no iz ovih
jednakosti mora biti ad + bc , 0 pa konstantni cˇlan u polinomu g(x) nije racionalan. Zbog
toga slijedi g(x) , Q[x] pa je polinom f (x) ireducibilan u Q[x]. Ako je β =
√
2 +
√
3, tada
je f (x) = irr(β,Q).
Promatrajmo polje E = Q (β) = Q
(√
2 +
√
3
)
. Postoji toranj polja Q ⊆ E ⊆ F, pri cˇemu
je F = Q
(√
2,
√
3
)
te prema teoremu 2.2.8 vrijedi
[F : Q] = [F : E] [E : Q] .
Buduc´i da je E = Q(β) = Q
(√
2 +
√
3
)
i β je korijen ireducibilnog polinoma stupnja 4,
f (x), slijedi da je [E : Q] = 4.
S druge strane,
[F : Q] =
[
F : Q
(√
2
)] [
Q
(√
2
)
: Q
]
.
Znamo da je
[
Q
(√
2
)
: Q
]
= 2 jer je
√
2 korijen ireducibilnog polinoma x2 − 2 ∈ Q[x].
Dokazˇimo da je
[
F : Q
(√
2
)]
6 2. Polje F nastaje pridruzˇivanjem
√
3 k Q
(√
2
)
. Sada
imamo dva slucˇaja:
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1◦
√
3 ∈ Q
(√
2
)
te je
[
F : Q
(√
2
)]
= 1
2◦ x2 − 3 je ireducibilan u Q
(√
2
)
[x] pa je stupanj 2 (zapravo je stupanj tocˇno 2).
Slijedi da je [F : Q] 6 4 pa iz jednakosti
[F : Q] = [F : E][E : Q],
slijedi da je [F : E] = 1, tj. F = E.
Napomenimo da F nastaje iz Q pridruzˇivanjem svih korijena od f (x), ali takoder nastaje
iz Q pridruzˇivanjem korijena od g(x) = (x2 − 2)(x2 − 3).
Poglavlje 3
Algebarsko zatvorenje
Tema ovog poglavlja su algebarski zatvorena polja. Na pocˇetku ovog poglavlja definirat
c´emo polje cijepanja i dokazati Kroneckerov teorem te diskutirati njegove posljedice. U
nastavku definiramo algebarski zatvoreno polje i algebarski zatvaracˇ polja. Dokazat c´emo
jedan od najvazˇnijih rezultata, a to je da za svako polje k postoji algebarski zatvaracˇ polja
k.
3.1 Polje cijepanja
Sljedec´i teorem je jedan od vazˇnijih teorema jer nam govori o tome da za bilo koji polinom
f (x) mozˇemo pronac´i neko vec´e polje E koje sadrzˇi sve korijene polinoma f (x).
Teorem 3.1.1 (Kronecker). Neka je k polje i f (x) ∈ k[x]. Postoji polje K cˇije je potpolje k,
a f (x) je produkt linearnih polinoma u K[x].
Dokaz. Dokaz se provodi indukcijom po st( f ).
Baza. Neka je st( f ) = 1, tada je f (x) linearan i mozˇemo odabrati polje K = k.
Pretpostavka indukcije. Postoji polje F′ koje sadrzˇi potpolje k takvo da je f (x) produkt
linearnih polinoma u F′[x].
23
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Korak indukcije. Ako je st( f ) > 1, faktoriziramo polinom f (x) = p(x)g(x) na nacˇin da je
p(x) ireducibilan. Tvrdnja (i) iz propozicije 2.1.2 nam govori da postoji polje F koje sadrzˇi
k i korijen z polinoma p(x). Stoga, u F[x] postoji p(x) = (x−z)h(x) i f (x) = (x−z)h(x)g(x).
Koristec´i matematicˇku indukciju dobivamo da postoji polje K koje sadrzˇi F (pa tako i k),
takvo da je h(x)g(x), a s tim i f (x), produkt linearnih faktora u K[x]. 
Definicija 3.1.2. Neka je K/k prosˇirenje polja i f (x) ∈ k[x] polinom koji nije konstantan.
Kazˇemo da se f (x) cijepa nad K ako mozˇemo zapisati f (x) = α(x− z1) · · · (x− zn), pri cˇemu
su z1, ..., zn ∈ K, α ∈ k. Prosˇirenje polja E/k nazivamo polje cijepanja f (x) nad k ako se
f (x) cijepa nad E, ali se ne cijepa nad nijednim odgovarajuc´im potpoljem od E.
Primjer 3.1.3. Promatrajmo polinom f (x) = x2 + 1 ∈ Q[x]. Korijeni ovog polinoma su
x1,2 = ±i pa ga mozˇemo zapisati kao f (x) = (x − i)(x + i). To znacˇi da je f (x) produkt
linearnih polinoma u C[x], tj. f (x) se cijepa nad C.
S druge strane, polje C nije polje cijepanja f (x) nad Q, vec´ postoje odgovarajuc´a potpolja
od C koja sadrzˇe polje Q i sve korijene od f (x). Polje Q(i) je jedan primjer potpolja od C
koje je polje cijepanja od f (x) nad Q.
Uocˇimo da polje cijepanja nekog polinoma g(x) ∈ k[x] ovisi i o polju k i o polinomu
g(x). Polje cijepanja polinoma x2 + 1 nad poljem Q je Q(i), a nad poljem R je R(i), tj. C.
U sljedec´em korolaru i njegovom dokazu, mozˇemo vidjeti direktnu primjenu Kronec-
kerovog teorema.
Korolar 3.1.4. Ako je k polje i f (x) ∈ k[x], tada postoji polje cijepanja od f (x) nad k.
Dokaz. Iz Kroneckerovog teorema (vidi teorem 3.1.1) slijedi da postoji prosˇirenje polja
K/k takvo da se f (x) cijepa u K[x], npr. f (x) = α(x − α1) · · · (x − αn). Potpolje E =
k(α1, ..., αn) od K je polje cijepanja f (x) nad k. 
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Primjer 3.1.5. Neka je k polje i neka je E = k(y1, ..., yn) polje racionalnih funkcija, u n ∈ N
varijabli y1, ..., yn, nad k. Opc´i polinom stupnja n nad k definiramo kao:
f (x) =
∏
i
(x − yi) ∈ E[x],
to jest
f (x) = (x − y1)(x − y2) · · · (x − yn).
Stavimo f (x) = xn + an−1xn−1 + · · · + a1x + a0. Tada imamo Vie´teove formule:
an−1 = −∑i zi
an−2 =
∑
i< j ziz j
an−3 = −∑i< j<k ziz jzk
...
a0 = (−1)nz1z2 · · · zn
Sada je K = k(a0, ..., an−1) polje. Buduc´i da E nastaje iz K pridruzˇujuc´i sve korijene od
f (x), tj. sve y, slijedi da je E polje cijepanja od f (x) nad K.
Prije primjera 3.1.9, prisjetimo se nekoliko teorema iz podrucˇja grupa i ciklicˇkih grupa.
Za pocˇetak navedimo Lagrangeov teorem:
Teorem 3.1.6 (Lagrange). Ako je H podgrupa konacˇne grupe G, tada je |H| djelitelj od |G|.
Dokaz ovog teorema nalazi se u [1] na stranici 35.
Teorem 3.1.7. Grupa G reda n je ciklicˇka ako i samo ako za svaki djelitelj d od n, postoji
najvisˇe jedna ciklicˇka podgrupa reda d.
Dokaz ovog teorema nalazi se u [1] na stranici 58.
Teorem 3.1.8. Neka je k polje. Ako je G konacˇna podgrupa multiplikativne podgrupe k×,
tada je G ciklicˇka grupa. Posebno, ako je k konacˇno polje (npr. k = Fp), tada je k× ciklicˇka
grupa.
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Dokaz. Neka d dijeli |G|. Pretpostavimo da postoje dvije podgrupe S i T od G koje su reda
d. Tada je |S ∪ T | > d. No prema Lagrangeovom teoremu, za svaki a ∈ S ∪ T vrijedi
ad = 1 stoga je korijen od xd − 1. Buduc´i da polinom f (x) ∈ k[x] stupnja n ima najvisˇe
n korijena u polju k, dosˇli smo do kontradikcije jer ovaj polinom ima visˇe od d korijena u
danom polju k. Prema teoremu 3.1.7 slijedi da je G ciklicˇka grupa. 
Primjer 3.1.9. Neka je f (x) = xn − 1 ∈ k[x] za neko polje k. Neka je E/k prosˇirenje
polja. Prema teoremu 3.1.8, grupa Γn svih n−tih korijena jedinice iz E je ciklicˇka grupa:
Γn = 〈ω〉, pri cˇemu je ω primitivan n-ti korijen jedinice. Buduc´i da je svaki n−ti korijen
jedinice potencija od ω, slijedi da je k(ω) = E polje cijepanja od f (x).
Navedimo josˇ jednu propoziciju koja je takoder posljedica Kroneckerovog teorema.
Propozicija 3.1.10. Neka je p prost broj, neka je k polje. Ako je f (x) = xp − c ∈ k[x] i α
je p-ti korijen od c u nekom polju cijepanja, tada je f (x) ireducibilan u k[x] ili c ima p−ti
korijen u k. U oba slucˇaja, ako k sadrzˇi p−te korijene jedinice, tada je k(α) polje cijepanja
od f (x).
Dokaz. Prema Kroneckerovom teoremu, postoji prosˇirenje polja K/k koje sadrzˇi sve kori-
jene od f (x), to jest K sadrzˇi sve p−te korijene od c. Neka je αp = c. Sada svaki takav
korijen mozˇemo zapisati u obliku ωα, gdje je ω korijen od xp − 1.
Ako f (x) nije ireducibilan u k[x], tada ga mozˇemo faktorizirati f (x) = g(x)h(x) ∈ k[x], pri
cˇemu je g(x) nekonstantan polinom za koji vrijedi d = st(g) < st( f ) = p. Konstantni cˇlan
b polinoma g(x) je, do na predznak, jednak produktu korijena od f (x):
±b = αdω,
gdje je ω i sam p−ti korijen jedinice. Slijedi da je:
(±b)p =
(
αdω
)p
= αdp = cd.
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Buduc´i da je p prost broj i vrijedi d < p, slijedi da su d i p relativno prosti, tj. (d, p) = 1.
Dakle, postoje cijeli brojevi s i t takvi da je 1 = sd + tp. Iz toga imamo:
c = csd+tp = csdctp = (±b)psctp = [(±b)sct]p.
Dakle, c ima p−ti korijen u k.
Pretpostavimo da je skup Ω, skup svih p-tih korijena jedinice, Ω ⊆ k. Ako je neki α ∈ K,
p−ti korijen od c, tada iz
f (x) =
∏
ω∈Ω
(x − ωα)
zakljucˇujemo da se f (x) cijepa nad K i da je k(α) njegovo polje cijepanja. 
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3.2 Algebarsko zatvorenje
U ovom poglavlju dokazat c´emo egzistenciju algebarskog zatvaracˇa polja k. Osim toga,
vidjet c´emo i da je algebarski zatvaracˇ prebrojivog polja, takoder prebrojiv. Definirat c´emo
novo preslikavanje, koje nazivamo k− preslikavanje. Kao konacˇan rezultat, vidjeti c´emo da
su svaka dva algebarska zatvaracˇa izomorfna. Za pocˇetak, definirajmo algebarski zatvoreno
polje:
Definicija 3.2.1. Polje K nazivamo algebarski zatvoreno ako svaki nekonstantni polinom
f (x) ∈ K[x] ima korijen u K. Algebarski zatvaracˇ polja k je algebarsko prosˇirenje k od k
koje je algebarski zatvoreno.
U propoziciji 2.1.4 dotakli smo se algebarskih prosˇirenja. Sljedec´a propozicija nam
govori o vezi izmedu konacˇnih i algebarskih prosˇirenja:
Propozicija 3.2.2. Neka je K/k prosˇirenje polja. Vrijede sljedec´e tvrdnje:
(i) Neka je z ∈ K. Tada je z algebarski nad k ako i samo ako je k(z)/k konacˇno prosˇirenje.
(ii) Ako su z1, z2, ..., zn ∈ K algebarski nad k, tada je k(z1, z2, ..., zn)/k konacˇno prosˇirenje.
(iii) Neka su y, z ∈ K algebarski nad k, neka je y , 0. Slijedi da su y + z, yz i y−1 takoder
algebarski nad k.
(iv) Definirajmo skup
(K/k)alg = {z ∈ K| z algebarski nad k}.
Skup (K/k)alg je potpolje od K.
Dokaz. Dokazˇimo tvrdnju (i). Prvo c´emo dokazati da iz z algebarski slijedi da je k(z)/k
konacˇno prosˇirenje. Neka je z algebarski. Iz tvrdnje (v) propozicije 2.1.4 slijedi da je k(z)/k
konacˇno prosˇirenje.
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Obratno, neka je k(z)/k konacˇno prosˇirenje. Tada je skup {1, z, z2, ..., zn} linearno zavisan
za neki n. Postoji polinom f ∈ k[x] takav da je f (z) = 0. Slijedi da je z algebarski nad k.
Tvrdnju (ii) c´emo dokazati matematicˇkom indukcijom po n.
Baza: Neka je n = 1. Primjetimo da je to slucˇaj iz tvrdnje (i), dakle k(z)/k je konacˇno
prosˇirenje.
Pretpostavka indukcije: Ako su z1, z2, ..., zn algebarski nad k, tada je k(z1, z2, ..., zn)/k konacˇno
prosˇirenje.
Korak indukcije: Neka je
k ⊆ k(z1) ⊆ k(z1, z2) ⊆ · · · ⊆ k(z1, z2, ..., zn) ⊆ k(z1, ..., zn)
toranj polja. Iz teorema 2.2.4 slijedi da je [k(zn+1) : k] konacˇan. Oznacˇimo sa d = [k(zn+1) :
k]. Tada je d stupanj normiranog ireducibilnog polinoma iz k[x] cˇiji je korijen zn+1. Defi-
niramo polje F = k(z1, ..., zn). Buduc´i da je zn+1 korijen polinoma stupnja d nad poljem k,
on zadovoljava i polinom stupnja d′ 6 d nad poljem F. To jest, vrijedi:
d′ = [k(z1, ..., zn+1) : k(z1, ..., zn)] = [F(zn+1) : F] 6 [k(zn+1) : k] = d.
Prema pretpostavci indukcije, [F : k] = [k(z1, ...zn) : k] je konacˇno prosˇirenje pa vrijedi:
[k(z1, ..., zn+1) : k] = [F(zn+1) : k] = [F(zn+1) : F][F : k] 6 d[F : k] < ∞.
Zakljucˇujemo, k(z1, ..., zn+1)/k je konacˇno prosˇirenje.
Dokazˇimo sada tvrdnju (iii). Prema tvrdnji (ii) slijedi da je k(y, z)/k konacˇno prosˇirenje.
Buduc´i da je potprostor konacˇno dimenzionalnog vektorskog polja takoder konacˇno di-
menzionalan, slijedi da su k(y + z) ⊆ k(y, z) i k(yz) ⊆ k(y, z) takoder konacˇna prosˇirenja. Iz
tvrdnje (i) slijedi da su y + z, yz i y−1 algebarski nad k.
Buduc´i da je (K/k)alg ⊆ K te iz tvrdnje (iii) vrijedi da je (K/k)alg polje, slijedi tvrdnja
(iv). 
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Navodimo leme koje c´emo koristiti u dokazu teorema 3.2.5:
Lema 3.2.3. Neka je k polje i neka je k[T ] prsten polinoma u skupu varijabli T . Ako su
t1, t2, ..., tn ∈ T sve razlicˇite varijable, a n > 2 i fi(ti) ∈ k[ti] ⊆ k[T ] su polinomi razlicˇiti od
konstantnog polinoma, tada je ideal I = ( f1(t1), ..., fn(tn)) iz k[T ] pravi ideal.
Dokaz. Pretpostavimo da I nije pravi ideal u k[T ]. Tada postoje hi(T ) ∈ k[T ] takvi da
1 = h1(T ) f1(t1) + · · · + hn(T ) fn(tn). (3.1)
Promatramo prosˇirenje polja k(α1, ..., αn) gdje je αi korijen od fi(ti) za i = 1, ..., n. Oznacˇimo
varijable ukljucˇene u hi(T ) razlicˇite od t1, ..., tn s tn+1, ..., tm (ako postoje). Izracˇunavajuc´i
izraz 3.1 u ti = αi za i 6 n i ti = 0 za i > n + 1. Dobivamo da je desna strana jednaka 0, a
lijeva 1. Dosˇli smo do kontradikcije. Zakljucˇujemo da je I pravi ideal u k[T ]. 
Lema 3.2.4.
(i) Neka je k ⊆ K ⊆ E toranj polja u pri cˇemu su E/K i K/k algebarska prosˇirenja. Tada
je i prosˇirenje E/k algebarsko.
(ii) Neka je K0 ⊆ K1 ⊆ · · · ⊆ Kn ⊆ Kn+1 ⊆ · · · rastuc´i toranj polja. Ako je Kn+1/Kn
algebarsko prosˇirenje za sve n > 0, tada je i K∗ = ∪n>0Kn algebarsko polje nad K0.
(iii) Neka je K = k(A); to jest, K nastaje pridruzˇivanjem elemenata a ∈ A (moguc´e
beskonacˇno mnogo) polju k. Ako je svaki element a ∈ A algebarski nad k, tada je K/k
algebarsko prosˇirenje.
Dokaz. Dokazˇimo (i). Neka je e ∈ E proizvoljan element. Buduc´i da je E/K algebarsko
prosˇirenje, postoji polinom f (x) = anxn + an−1xn−1 + · · · + a1x + a0 ∈ K[x] cˇiji je korijen
e. Neka je F = k(a0, ..., an). Tada je e algebarski nad F i prosˇirenje F(e) = k(a0, ...an, e) je
konacˇno prosˇirenje od F. To znacˇi da je [F(e) : F] konacˇan. Buduc´i da je K/k algebarsko
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prosˇirenje, jer je svaki ai algebarski nad k, a iz tvrdnje (ii) propozicije 3.2.2 slijedi da je
[F : k] konacˇno, imamo:
[k(a0, ..., an, e) : k] = [F(e) : k] = [F(e) : F][F : k] < ∞,
to jest, prema tvrdnji (i) propozicije 3.2.2, e je algebarski nad k. Zakljucˇujemo da je
prosˇirenje E/k algebarsko.
Dokazˇimo da vrijedi tvrdnja (ii). Neka su y ∈ Km i z ∈ Kn. Tada su y, z ∈ K∗. Pretposta-
vimo da je m 6 n. Stoga imamo y, z ∈ Kn ⊆ K∗. Buduc´i da je Kn polje, ono sadrzˇi y + z, yz
i y−1 za y , 0. Skup Kn je polje i podskup skupa K∗ pa zakljucˇujemo da je i skup K∗ polje.
Pretpostavimo da je z ∈ K∗. Postoji n ∈ N za koji vrijedi z ∈ Kn. Koristec´i varijantu tvrdnje
(i) slijedi da je Kn/K0 algebarsko prosˇirenje, to jest dobili smo da je z algebarski nad K0.
Buduc´i da je svaki element iz K∗ algebarski nad K0, slijedi da je i prosˇirenje K∗/K0 alge-
barsko.
Dokazˇimo tvrdnju (iii). Neka je z ∈ k(A) proizvoljan element. Neka je a1, a2, ..., an ∈ A
konacˇno mnogo elemenata iz A. Slijedi da je z ∈ k(a1, a2, ..., an). Prema tvrdnji (ii) propo-
zicije 3.2.2 prosˇirenje k(z)/k je konacˇno pa slijedi da je z algebarski nad k. 
Teorem 3.2.5. Neka je dano polje k. Tada postoji algebarski zatvaracˇ k od k.
Dokaz. Neka je T skup koji je u bijektivnoj korespodenciji s familijom nekonstantnih po-
linoma u k[x]. Neka je R = k[T ] prsten polinoma, te neka je I ideal u R generiran sa svim
elementima oblika f (t f ), gdje je t f ∈ T . To znacˇi da ako je:
f (x) = xn + an−1xn−1 + · · · + a0,
pri cˇemu je αi ∈ k, tada je:
f (t f ) = (t f )n + an−1(t f )n−1 + · · · + a0.
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Zˇelimo pokazati da je ideal I pravi. Pretpostavimo da nije pravi, tada 1 ∈ I pa postoje
varijable t1, ..., tn ∈ T i polinomi h1(T ), ..., hn(T ) ∈ k[T ] takvi da
1 = h1(T ) f1(t1) + · · · + hn(T ) fn(tn),
sˇto je u kontradikciji s tvrdnjom leme 3.2.3. Buduc´i da je R prsten polinoma, on ima
maksimalni ideal. Buduc´i da je svaki pravi ideal I iz R sadrzˇan u maskimalnom idealu,
postoji maksimalan ideal M u R koji sadrzˇi I. Definiramo K = R/M. Dokazˇimo sada
nekoliko tvrdnji za K/k koje nam olaksˇavaju dokaz:
(i) K/k je posˇirenje polja.
M je maksimalan ideal pa slijedi da je K = R/M polje. Neka je i : k → k[T ]
preslikavanje prstenova koje elementu a ∈ k pridruzˇuje konstantan polinom a te neka
je θ kompozicija preslikavanja k
i→ k[T ] = R nat→ R/M = K. Buduc´i da je k polje,
prema lemi 2.1.3 slijedi da je θ injektivno preslikavanje. Mozˇemo identificirati k s
Im θ ⊆ K.
(ii) Svaki nekonstantni polinom f (x) ∈ k[x] se cijepa u K[x].
Postoji t f ∈ T takav da je f (t f ) ∈ I ⊆ M te da je t f + M ∈ R/M = K korijen od f (x).
Prema aksiomu matematicˇke indukcije po stupnju polinoma slijedi da se f (x) cijepa
nad K.
(iii) Prosˇirenje K/k je algebarsko.
Prema tvrdnji (iii) iz leme 3.2.4, dovoljno je pokazati da je svaki t f + M algebarski
nad k. Buduc´i da je t f korijen od f (x) ∈ k[x] slijedi da je t f + M algebarski nad k.
Sada nastavljamo s dokazom. Neka je k1 = K te konstruiramo kn+1 iz kn analogno
nacˇinu kako je K konstruiran iz k. Postoji toranj polja
k = k0 ⊆ k1 ⊆ · · · ⊆ kn ⊆ k+1 ⊆ · · · ,
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pri cˇemu je svako prosˇirenje kn+1/kn algebarsko i svaki nekonstantan polinom u kn[x] ima
korijen u kn+1. Zbog jednostavnosti zapisa, u dokazu c´emo koristiti oznaku E umjesto
k. Definiramo E =
⋃
n kn. Prema tvrdnji (ii) iz leme 3.2.4 slijedi da je E =
⋃
n kn al-
gebarsko prosˇirenje od k. Zˇelimo pokazati da je E algebarski zatvoreno polje. Ako je
g(x) =
∑m
i=0 eix
i ∈ E[x] nekonstantan polinom, tada on ima konacˇno mnogo koeficijenata
e0, ..., em sˇto znacˇi da postoji neko polje kq koje ih sve sadrzˇi. Slijedi da je g(x) ∈ kq[x] te da
g(x) ima korijen u kq+1 ⊆ E sˇto smo i trebali pokazati. Zakljucˇujemo, polje E je algebarski
zatvaracˇ polja k. 
Korolar 3.2.6. Neka je k prebrojivo polje. Tada ono ima prebrojiv algebarski zatvaracˇ.
Posebno, algebarski zatvaracˇi prostih polja Q i Fp su prebrojivi.
Dokaz. Neka je k prebrojiv. Buduc´i da je k[x] prebrojiv, tada je i skup T = {t1, t2, ...},
skup svih nekonstantnih polinoma, prebrojiv. Stoga, k[T ] =
⋃
l>1 k[t1, ..., tl] je prebrojiv,
kao i njegov kvocijent k1 (tu oznaku koristimo u teoremu 3.2.5; takoder vrijedi da
⋃
n>1 kn
algebarski zatvaracˇ od k). Koristec´i matematicˇku indukciju po n ∈ N, slijedi da je svaki
kn prebrojiv. Prebrojiva unija prebrojivih skupova je i sama prebrojiva, dakle i algebarski
zatvaracˇ od k je prebrojiv. 
Kroz sljedec´ih nekoliko lema, pokazat c´emo jedinstvenost algebarskog zatvaracˇa. De-
finirajmo prvo k− preslikavanje.
Definicija 3.2.7. Neka su F/k i K/k prosˇirenja polja. k−preslikavanje je homomorfizam
prstenova ϕ : F → K koji fiksira sve elemente od k.
Propozicija 3.2.8. Neka je k polje, polinom f (x) ∈ k[x] te neka je E = k(z1, z2, ..., zn) polje
cijepanja polinoma f (x) nad k. Ako je preslikavanje σ : E → E automorfizam koji fiksira
sve elemente od k, tada σ permutira skup svih korijena {z1, z2, ..., zn} od f (x).
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Dokaz. Neka je z korijen od f (x). Tada vrijedi:
f (x) = zn + an−1zn−1 + · · · + a1z + a0.
Buduc´i da σ fiksira sve elemente od k, mozˇemo primjeniti σ na gornju jednakost. Slijedi:
0 = σ(z)n + σ(an−1)σ(z)n−1 + · + σ(a1)σ(z) + σ(a0)
= σ(z)n + an−1σ(z)n−1 + · + a1σ(z) + a0
= f (σ (z)) .
Dakle, σ(z) je korijen od f (x) pa mozˇemo definirati Ω = {skup svih korijena od f (x)}.
Postoji preslikavanje σ|Ω : Ω→ Ω, pri cˇemu je σ|Ω restrikcija. Buduc´i da je σ injektivan,
tada je i σ|Ω injektivna. Iz toga slijedi da je σ|Ω permutacija od Ω. 
Napomena 3.2.9. Ako je K/k prosˇirenje polja, ϕ : K → K k−preslikavanje i f (x) ∈ k[x],
tada prema propoziciji 3.2.8 slijedi da ϕ permutira sve korijene od f (x) koji su iz K.
Lema 3.2.10. Ako je K/k algebarsko prosˇirenje, tada je svako k−preslikavanje ϕ : K → K
automorfizam od K.
Dokaz. Buduc´i da je k−preslikvanje homomorfizam prstenova, a K polje, prema lemi 2.1.3
slijedi da je k−preslikavanje injekcija. Trebamo pokazati da je i surjekcija. Uzmimo pro-
izvoljan a ∈ K. Buduc´i da je K/k algebarsko prosˇirenje, postoji polinom p(x) ∈ k[x]
cˇiji je korijen a. Definiramo A = {skup svih nultocˇaka od p(x) koje lezˇe u K}. Tada
k−preslikavanje ϕ permutira skup A. Prema tome, a ∈ ϕ(A) ⊆ Imϕ. 
Ponovimo sada:
Zornova lema. Neka je X neprazan, parcijalno ureden skup u kojem svaki niz ima gornju
granicu u X. Tada X ima maksimalan element.
Za neki skup S kazˇemo da je parcijalno ureden ako postoji relacija  izmedu dva ele-
menta x, y ∈ S , tj. x  y, koja je refleksivna, antisimetricˇna i tranzitivna.
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Neka je skup S parcijalno ureden. Za element m ∈ S kazˇemo da je maksimalan ako ne
postoji x ∈ S takav da je m ≺ x. Ako vrijedi m  x, tada je m = x.
Lema 3.2.11. Neka je k polje i neka je k/k algebarski zatvaracˇ. Ako je F/k algebarsko
prosˇirenje, tada postoji injektivno k−preslikavanje ψ : F → k.
Dokaz. Neka je E medupolje takvo da k ⊆ E ⊆ F. Uredeni par (E, f ) nazivamo aproksi-
macija ako je f : E → k, k−preslikavanje.
U sljedec´em dijagramu sve strelice, osim one za f , oznacˇavaju ulaganje:
k
k E F
i
f
Definiramo skup X = {aproksimaci je (E, f ) : k ⊆ E ⊆ F}. Skup X , ∅ jer (k, i) ∈ X.
Parcijalno uredimo X tako da
(E, f )  (E′, f ′),
ako je E ⊆ E′ i f ′|E = f . Restrikcija f ′|E = f znacˇi da f ′ prosˇiruje f , tj. te dvije funkcije
se poklapaju za sve elemente iz E: f ′(u) = f (u), ∀u ∈ E.
Gornja granica niza S = {(E j, f j) : j ∈ J} je dana s
(⋃
E j,
⋃
f j
)
. Skup
⋃
E j je medupolje.
Uzmimo neki proizvoljan u ∈ ⋃ E j. Tada je u ∈ E j0 za neki j0.
Definiramo preslikavanje Φ : u 7→ f j0(u), pri cˇemu je Φ =
⋃
f j. Provjerimo je li Φ
dobro definiran: uzmimo u ∈ E j1 proizvoljan. Pretpostavimo da je E j0 ⊆ E j1 . Buduc´i
da f j1 prosˇiruje f j0 slijedi da je f j1(u) = f j0(u). Svi f j su k− preslikavanja pa je i Φ
k−preslikavanje.
Prema Zornovoj lemi, u X postoji maksimalan element (E0, f0). Ako pokazˇemo da je
E0 = F, dokaz je gotov jer tada za ψ mozˇemo uzeti f0.
Neka je E0 ( F. Postoji a ∈ F takav da a < E0. Buduc´i da je F/k algebarsko prosˇirenje,
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slijedi da je F/E0 algebarsko, tj. postoji ireducibilan polinom p(x) ∈ E0[x] cˇiji je kori-
jen a. Buduc´i da je k/k algebarsko prosˇirenje i da je k algebarski zatvoreno polje, postoji
faktorizacija polinoma p(x) u k[x]:
f ∗0 (p(x)) =
n∏
i=1
(x − bi),
pri cˇemu je f ∗0 : E0[x] → k[x] preslikavanje definirano s f ∗0 : e0 + · · · + enxn 7→ f0(e0) +
· · · + f0(en)xn. Ako svi bi lezˇe u f0(E0) ⊆ k, tada je f −10 (bi) ∈ E0 ⊆ F za sve i te postoji
faktorizacija od p(x) u F[x]. Faktorizacija je dana sa
p(x) =
n∏
i=1
[x − f −10 (bi)].
S druge strane, a < E0 nam govori da a , f −10 (bi) za bilo koji i. Dakle, x − a je drugi
faktor od p(x) u F[x], sˇto je u kontradikciji s jedinstvenosˇc´u faktorizacije. Iz toga slijedi
da postoji neki bi < Im f0. Prema tvrdnji (i) iz teorema 2.2.4, definiramo preslikavanje
f1 : E0(a)→ k sa:
c0 + c1a + c2a2 + · · · 7→ f0(c0) + f0(c1)bi + f0(c2)b2i + · · · .
Preslikavanje f1 je dobro definirano k−preslikavanje koje prosˇiruje f0. Stoga, (E0, f0) ≺
(E0(a), f1) je u kontradikciji s maksimalnosˇc´u od (E0, f0). 
Teorem 3.2.12. Bilo koja dva algebarska zatvaracˇa polja k su izomorfna s obzirom na
k−preslikavanje.
Dokaz. Neka su K i L dva algebarska zatvaracˇa polja k. Prema lemi 3.2.11, postoje
k−preslikavanja ψ : K → L i θ : L → K. Prema tvrdnji leme 3.2.10 slijedi da su obje
njihove kompozicije; θφ : K → K i φθ : L→ L automorfizmi. Zbog toga zakljucˇujemo da
su i φ i θ, k−izomorfizmi. 
Poglavlje 4
Konacˇna polja
4.1 Prosta potpolja
Na pocˇetku ovog poglavlja navodimo definiciju prostog potpolja i propoziciju koja nam
govori da je prosto potpolje izomorfno s Q ili s Fp. Nakon toga definiramo konacˇna polja i
karakteristiku polja. Dokazujemo nekoliko vazˇnih teorema koji se ticˇu konacˇnih polja. Na
kraju poglavlja pokazujemo da postoji izmorfizam izmedu konacˇnih polja.
Definicija 4.1.1. Ako je k polje, tada je presjek svih potpolja od k prosto potpolje polja k.
Propozicija 4.1.2. Neka je k polje. Tada je njegovo prosto potpolje izomorfno s Q ili s Fp,
za neki prosti broj p.
Dokaz. Neka je χ : Z → k homomorfizam prstenova definiran s χ(n) = nε, pri cˇemu ε
oznacˇava jedinicu u k. Postoji m ∈ Z takav da Ker χ = (m) jer je svaki ideal u Z glavni.
Ako je m = 0, tada je χ injekcija pa postoji izomorfna kopija od Z koja je potprsten od
k. Postoji polje Q  Frac(Z) = Q cˇija je slika Im χ ⊆ Q ⊆ k. Buduc´i da je Q potpolje
generirano s ε, ono je prosto potpolje od k.
37
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Ako je m , 0, prema Prvom teoremu o izomorfizmu (vidi teorem 1.1.13), slijedi
Im = Z/(m)  Im χ ⊆ k.
Buduc´i da je k polje, a Imχ je integralna domena, slijedi da je m prost broj. Ako zapisˇemo
p umjesto m, tada je Im χ  Fp prosto potpolje od k jer je to potpolje generirano s ε. 
4.2 Konacˇna polja
Do sada smo proucˇavali polja s obzirom na to jesu li njihova prosˇirenja algebarska ili tran-
scendentna, no polja mozˇemo proucˇavati i s obzirom na njihovu karakteristiku. Iskazˇimo
prvo definiciju konacˇnog polja i navedimo primjere.
Definicija 4.2.1. Konacˇno polje je polje koje ima konacˇan broj elemenata.
Konacˇna polja se zovu josˇ i Galoisova polja. Oznacˇavamo ih sa Fp, pri cˇemu je p neki
prost broj. Najmanje konacˇno polje je F2 koje se sastoji od dva elementa: 0 i 1, jer po
definiciji polje mora imati barem dva razlicˇita elementa.
Neka je K polje. Karakteristika polja K je najmanji prirodan broj n takav da je
1 + 1 + 1 + · · · + 1 = n · 1 = 0,
gdje su 0 i 1 neutralni elementi za zbrajanje, odnosno mnozˇenje u polju K.
Definicija 4.2.2. Kazˇemo da polje k ima karakteristiku 0 ako je njegovo prosto potpolje
izomorfno s Q, a karakteristiku p ako je njegovo prosto potpolje izomorfno s Fp za neki
prosti broj p.
Polja Q, R i C imaju karakteristiku 0, dok svako konacˇno polje ima karakteristiku p, za
neki p prost broj. Jedan od primjera konacˇnog polja s karakteristikom p je Fp(x), prsten
svih racionalnih funkcija nad Fp.
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Propozicija 4.2.3. Neka je k polje karakteristike p > 0. Ako je ma = 0, pri cˇemu je m ∈ Z,
a ∈ k, tada ili a = 0 ili p | m. Dakle, pa = 0 za sve a ∈ k.
Dokaz. Karakteristika od k je p > 0 pa vrijedi p · 1 = 0, pri cˇemu je 1 jedinica u polju k.
Stoga, ako je a = 0 ili p | m, slijedi da je ma = 0. Obratno, pretpostavimo da je ma = 0.
Ako a , 0, tada 0 = m · 1 = maa−1. Ova jednadzˇba je u prostom potpolju od k koje je
izomorfno s Fp. Zakljucˇujemo m ≡ 0 mod p, to jest p | m. 
Propozicija 4.2.4. Ako je k konacˇno polje, tada je |k| = pn za neki prosti broj p i neki
n > 1.
Dokaz. Prema definiciji karakteristike, prosto potpolje od k je izomorfno s Fp za neki
prosti broj p. Tako k postaje konacˇno-dimenzionalni vektorski prostor nad Fp te vrijedi
dimFp(k) = n⇒ |k| = pn

Teorem 4.2.5 (Galois). Ako je p prost i n pozitivan cijeli broj, tada postoji polje koje sadrzˇi
tocˇno pn elemenata.
Dokaz. Oznacˇimo q = pn te promatrajmo polinom:
g(x) = xq − x ∈ Fp[x].
Prema Kroneckerovom teoremu (teorem 3.1.1), postoji prosˇirenje polja K/Fp u kojem je
g(x) produkt linearnih faktora iz K[x]. Definiramo skup E kao skup svih korijena od g(x):
E = {α ∈ K : g(α) = 0}.
Buduc´i da je derivacija g′(x) = gxq−1 − 1 = pnxq−1 − 1 = −1, vrijedi da je NZD(g, g′) = 1.
Iz toga slijedi da su svi korijeni od g(x) kratnosti 1, tj. E ima tocˇno q = pn elemenata.
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Trebamo josˇ pokazati da je E potpolje od K. Vrijedi da je 1 ∈ E. Ako su neki a, b ∈ E,
tada je aq = a i bq = b. Iz toga slijedi (ab)q = aqbq = ab i ab ∈ E. Takoder vrijedi
(a − b)q = aq − bq = a − b, to jest i a − b ∈ E. U slucˇaju da je a , 0, mozˇemo izraz aq = a
skratiti s a pa imamo aq−1 = 1 iz cˇega slijedi da je inverz od a jednak aq−2. Inverz od a lezˇi
u E jer je E zatvoren na mnozˇenje. Zakljucˇujemo da je E potpolje od K. Ovim je dokaz
zavrsˇen. 
Korolar 4.2.6. Za svaki prosti broj p i svaki cijeli broj n > 1 postoji ireducibilni polinom
g(x) ∈ Fp[x] stupnja n. Zapravo, ako je α prosti element od Fpn , tada je njegov minimalni
polinom g(x) = irr(α, Fp) stupnja n.
Dokaz. Neka je E/Fp prosˇirenje polja s pn elemenata, te neka je α ∈ E. Polje Fp(α)
sadrzˇi svaki nenul element od E, tj. svaku potenciju od α, pa vrijedi Fp(α) = E. Prema
tvrdnji (i) teorema 2.2.4, slijedi da je g(x) = irr(α, Fp) ∈ F[x] ireducibilan polinom cˇiji
je korijen α. Ako je st(g) = d, tada prema tvrdnji (v) propozicije 2.1.4, slijedi da je
[Fp[x]/g(x) : Fp] = d; no prema teoremu 2.2.4 slijedi Fp[x]/g(x)  Fp(α) = E, to jest
[E : Fp] = n. Iz toga zakljucˇujemo n = d pa je g(x) ireducibilan polinom stupnja n. 
Primjer 4.2.7.
(i) Konstruirajmo polje koje se sastoji od cˇetiri elementa:
F4 =

a bb a + b
 : a, b ∈ F2
 .
S druge strane, mozˇemo konstruirati polje reda 4 kao kvocijent F = F2[x]/(q(x)), pri
cˇemu je q(x) ∈ F2[x] ireducibilni polinom x2 + x + 1. Prema tvrdnji (v) propozicije
2.1.4, polje F se sastoji od svih a + bβ, pri cˇemu je β = x + (q(x)) korijen od q(x),
a, b ∈ F2. Buduc´i da je β2 + β + 1 = 0 slijedi da je β2 = −β − 1 = β + 1. Nadalje,
β3 = ββ2 = β(β + 1) = β2 + β = 1.
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Postoji izomorfizam prstenova ϕ : F4 → F definiran sa
ϕ

a bb a + b

 = a + bβ.
(ii) Prema tablici 4.1 postoje tri normirana ireducibilna polinoma drugog stupnja u F3[x].
To su: p(x) = x2 + 1, q(x) = x2 + x − 1 i r(x) = x2 − x − 1. Svaki od tih polinoma
cˇini polje od 9 = 32 elemenata. Pogledajmo detaljnije prva dva polinoma. Prema
propoziciji 2.1.4 (v) slijedi da je polje E = F3[x]/(p(x)) dano s:
E = {a + bα : α2 + 1 = 0}.
Slicˇno, konstruiramo polje F = F3[x]/(q(x)) kao:
F = {a + bβ : β2 + β − 1 = 0}.
Preslikavanje ϕ : E → F definirano s ϕ(a + bα) = a + b(1−β) je izomorfizam. Dakle,
ova dva polja su izomorfna.
Sada je i polje K = F3[x]/(r(x)) takoder polje koje ima 9 elemenata. Pomoc´u Moore-
ovog korolara (korolar 4.2.10) pokazat c´emo da je polje K izomorfno s E i F.
(iii) Prema tablici 4.1 postoji osam normiranih ireducibilnih polinoma trec´eg stupnja
p(x) ∈ F3[x]. Svaki od njih cˇini polje F3[x]/(p(x)) koje ima 33 = 27 elemenata.
Pomoc´u Mooreovog korolara (korolar 4.2.10) pokazat c´emo da je svih osam polja
medusobno izomorfno.
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stupnja 2: x2 + 1; x2 + x − 1; x2 − x − 1.
stupnja 3: x3 − x + 1; x3 + x2 − x + 1; x3 − x2 + 1;
x3 − x2 + x + 1; x3 − x − 1; x3 + x2 − 1;
x3 + x2 + x − 1; x3 − x2 − x − 1.
Tablica 4.1: Normirani ireducibilni polinomi drugog i trec´eg stupnja nad F3
Sada c´emo vidjeti koja su od konstruiranih polja izomorfna, a koja nisu. Za pocˇetak
c´emo navesti lemu koja nam govori da mozˇemo konstruirati izomorfizam izmedu dva polja
cijepanja.
Lema 4.2.8. Neka je ϕ : k → k′ izomorfizam polja, a ϕ∗ : k[x] → k′[x] izomorfizam
prstena definiran s ϕ∗ : g(x) = a0 +a1x+ ...+anxn 7→ g∗(x) = ϕ(a0)+ϕ(a1)x+ · · ·+ϕ(an)xn.
Neka je f (x) ∈ k[x] i f ∗(x) = ϕ∗( f ) ∈ k′[x]. Ako je E polje cijepanja od f (x) nad k i E′
polje cijepanja od f ∗ nad k′, tada postoji izomorfizam Φ : E → E′ koji je prosˇirenje od ϕ:
E E′
k k′ϕ
Φ
Dokaz. Ova lema dokazuje se indukcijom po d = [E : k].
Baza: Uzmimo d = 1. Polinom f (x) mozˇemo zapisati kao umnozˇak linearnih polinoma iz
k[x]. Iz toga slijedi da i f ∗(x) takoder mozˇemo faktorizirati u k′[x]. Stoga vrijedi E′ = k′ i
mozˇemo pisati Φ = ϕ.
Korak indukcije: Uzmimo korijen z ∈ E od f (x) takav da on nije iz k. Neka je p(x) =
irr(z, k) minimalan polinom od z u k. Buduc´i da z < k, vrijedi da je st(p) > 1, to jest
mozˇemo rec´i da je st(p) = [k(z) : k]. Neka je z′ ∈ E′ korijen od p∗(x). Uzmimo da je
p∗(x) = irr(z′, k′) ireducibilan normirani polinom u k′[x].
Koristec´i varijantu tvrdnje (ii) teorema 2.2.4, dobivamo izomorfizam ϕ˜ : k(z) → k′(z′)
koji prosˇiruje ϕ, definiran s ϕ˜ : z 7→ z′. Polinom f (x) mozˇemo smatrati polinomom s
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koeficijentima u k(z), jer k ⊆ k(z) ⇒ k[x]. Zˇelimo pokazati da je E polje cijepanja od f (x)
nad k(z), tj. da je:
E = k(z)(z1, ..., zn),
pri cˇemu su z1, ..., zn korijeni od f (x)/(x − z). To vrijedi jer je:
E = k(z, z1, ..., zn) = k(z)(z1, ..., zn).
Analogno slijedi da je E′ polje cijepanja od f ∗ nad k′(z′). No znamo da je [E : k(z)] < [E :
k] pa nam pretpostavka indukcije omoguc´ava konstrukciju izomorfizma Φ : E ⇒ E′ koji
prosˇiruje ϕ˜ pa ujedno i ϕ. 
Teorem 4.2.9. Ako je k polje i f (x) ∈ k[x], tada bilo koja dva polja cijepanja od f (x) nad
k su izomorfna i postoji izomorfizam koji fiksira sve elemente polja k.
Dokaz. Neka su E i E′ polja cijepanja od f (x) nad k. Ako je preslikavanje ϕ identiteta,
tada primjenom leme 4.2.8 slijedi dokaz teorema. 
Korolar 4.2.10 (Moore). Bilo koja dva konacˇna polja s pn elementa su izomorfna.
Dokaz. Ako je E polje s q = pn elemenata, tada nam Lagrangeov teorem (teorem 3.1.6)
primjenjen na multiplikativnu grupu E× daje aq−1 = 1 za svaki a ∈ E×. Slijedi da je svaki
element od E korijen od f (x) = xq − x ∈ Fp[x] te je E polje cijepanja od f (x) nad Fp. 
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Sazˇetak
U ovom diplomskom radu iznijeli smo osnovne rezultate o algebarskim prosˇirenjima po-
lja. Definirali smo algebarska i transcendentna prosˇirenja polja te smo proucˇavali konacˇna
prosˇirenja polja. Buduc´i da smo definirali prosˇirenja polja, prirodno se namec´e pitanje
postojanja algebarski zatvorenih polja. Dokazali smo postojanje algebarskog zatvaracˇa za
svako polje te da je algebarski zatvaracˇ prebrojivog polja takoder prebrojiv. Osim toga,
dokazali smo da su bilo koja dva algebarska zatvaracˇa polja izomorfna s obzirom na de-
finirano preslikavanje. Podijelili smo vrste polja i s obzirom na njihovu karakteristiku te
smo definirali konacˇno polje i njegovu karakteristiku. Dokazali smo Galoisov teorem koji
je vazˇan teorem o konacˇnim poljima te iskazujemo i dokazujemo kada su bilo koja dva
konacˇna polja izomorfna.
Summary
In this thesis we presented the main results of the algebraic field extensions. We have
defined algebraic and transcendental extension fields and studied finite extension fields.
Since we defined extension fields, naturally raises the question of the existence of algebraic
closed fields. We have proven the existence of algebraic closure of each field and that
algebraic closure of countable field is also countable. In addition, we showed that any
two algebraic closures fields are isomorphic with respect to the defined mapping. We have
divided the field types with respect to their characteristics and defined a finite field and its
characteristics. We have proved Galois theorem which is an important theorem on finite
fields and stated and proved, when are two finite fields isomorphic.
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